CADFEM

Einfihrung in die Mechanik
Teil 6: Hauptachsentransformation

Ruckblick und Ausblick: Bevor wir zum eigentlichen Thema kommen
noch ein paar grundsatzliche Anmerkungen. Einen Uberblick/Einordnung
des Bisherigen im Kontext der Kontinuumsmechanik liefert folgende Grafik:

Axiome, d.h. Ausdruck der Naturerfahrung
Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie

K ontinuumsmechanik

Kinematik:

Verknupfung kinematischer uno
dynamischer Grof3en wie Spannung
oder Warmefluss

Wir haben uns bis jetzt ausschlie3lich im ,roten Feld bewegt,d.h wir haben
lediglich die Bewegung (=Kinematik, Deformationsgradient F, Artikel 1-3) und
die daraus ableitbare Verformung (Verzerrungstensoren nach Green, Hencky
und Almansi, Artikel 3-5) beschrieben. Das hat mit dem Spannungsbegriff
zunachst auch nichts zu tun!

Ist die Kinematik abgeschlossen werden wir uns dem Feld
.Materialgleichungen® zuwenden. Hier werden wir den Begriff ,Spannung*®
definieren und dabei feststellen, dass es genauso wie bei den Verzerrungen
auch hier mehrere Definitionen davon gibt. Wesentlich wird dann die
Verknupfung von kinematischen (Verzerrungen) und dynamischen
(Spannungen) Gr63en in den sog. Materialgleichungen sein.
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Wie im letzten Teil angekindigt, beschaftigen wir uns in diesem Teill
hauptséachlich mit der Hauptachsentransformation von Tensoren 2.Stufe.
Verwenden werden wir dies bei der Berechnung der wahren bzw.
logarithmischen Verzerrungen (Hencky Verzerrungen).

Hierzu einige Anmerkungen. Jeder Vektor oder Tensor 2.Stufe (Matrix)
besitzt eine Basis. Dies ist bei Vektoren auch jedem ,gelaufig”. Hier zur
lllustration ein einfaches Beispiel (2-D):

—)7——— V=xe +ye
| . . .
Vo M atrizenschreibwei se:
eyA | ..
X | X0
> | V = =
C ng

Stellen wir Tensoren in Matrizenschreibweise dar wird haufig tbersehen, dass
die angegebenen Koordinaten (hier:x,y) sich auf eine Basis beziehen! In
unserem Fall das kartesische System e,, e,. Wie lauten nun aber die
Koordinaten des selben Vektors v in einem anderen Koordinatensystem n,,
n,? Daflir geben wir uns den Zusammenhang zwischen altem und neuen

Koordinatensystem vor und setzen dies in die Darstellung fur v ein:

e, =an, +bn, ; e =cn +dn,

v =xe, +ye, = x(an, +bn,) + y(cn, +dn,)
=(xa+yc)n, +(xb+ yd)n,

gxa+yco

b Matrizenschreibweise: v:g b+ vl
XD+ Y0g, n,
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Offensichtlich besitzt der selbe Vektor in einem anderen
Koordinatensystem auch andere Koordinaten! Diese Erkenntnis wollen wir
nun auf Tensoren 2.Stufe tbertragen. Wir wollen uns hier zunachst
ebenfalls auf den 2-D Fall beschranken und betrachten ausschliel3lich
symmetrische Tensoren (Matrizen) wie z.B.:

_&els -050
_§05 15 4

Ein Tensor 2.Stufe besitzt im 2-D Fall offensichtlich 4 Koordinaten (im 3-D Fall
sind es 9). Dies bedeutet, dass es auch 4 (3-D Fall 9) von einander
unabhangige Basen geben muss. Diese Basen werden durch ein
sogenanntes dyadisches Produkt gebildet. Fiur dieses Produkt gelten
wiederum besondere Rechenregeln, die wir zu gegebener Zeit kennen lernen
werden. Man schreibt diese wie folgt:

e Ae, ; eAe, ; e Ae ; e Ae,

Damit lasst sich A ,wie bisher bei Vektoren auch, als Summe aus Koordinaten
und Basen darstellen. Die Zuordnung von Koordinate und Basis ist leicht zu
erkennen:

.

U A=15¢Ae -05¢ Ae, - 05 Ae +15 Ae,
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Nachdem wir nun eine allgemein giiltige Darstellung fiir diese Tensoren
gefunden haben, kdnnen wir nun darangehen und genauso wie bei einem
Vektor einen Wechsel der Basis vornehmen. Wie wahlen als neue
Basisvektoren

Die ,alten Basen e werden nun durch die ,neuen“ Basen n ersetzt. Dabei gilt
das Distributionsgesetz auch fir dyadische Basen, also

(@aa+bb)Aj c=aj aAc+bj bAc

a, b, sind hier Skalare. Damit erhalt man

A=15lLn,- Ln,JA{Ln,- Ln,)

- O,5(%nl- =N, )A (ﬁnﬁ%nz)
- O,5(%n + 2)A (%n1 %nz)

—+n
+L5(%nl+%n2)A (Anl+%n2)
U A=In,An,-0On,An,-On,An +2n,An,
=n,An,+2n,An,
06

Matrizenschreibwei se: gaé
2%1 n
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Damit ist die Darstellung dieses Tensors in dem neuen Koordinatensystem
gefunden. Er scheint zudem eine besonders einfache Darstellung zu
besitzen: Er hat nur Koordinaten ungleich Null in der Hauptdiagonalen. Eine
Darstellung in dieser Weise nennt man Hauptachsendarstellung eines
Tensors. Diese beinhaltet zudem ganz charakteristische Gréf3en dieses
Tensors: Zum einen die Basisvektoren n, diese nennt man Eigenvektoren
und zum Anderen die Werte in der Hauptdiagonalen, die sog. Eigenwerte
(hier: 1, 2).

Hier noch zwei wichtige Eigenschaften symmetrischer Tensoren:
1. Die Eigenwerte sind immer reell.

2. Die Eigenvektoren stehen immer senkrecht aufeinander und werden
normiert auf 1, d.h.

n-n;=0 fari?t |
n.-n; =1 fari=|]

Die entscheidende Frage lautet nun: Wie kénnen Eigenwerte und
Eigenvektoren berechnet werden? Hierzu ein kleines ,Experiment”. Wir
multiplizieren den Tensor A mit seinen Eigenvektoren n. Dies tun wir in
Matrizenschreibweise in der Hauptachsendarstellung. Dabei ist zu
beachten, dass die Eigenvektoren nun die neue Basis sind und damit die
Koordinatendarstellung n,=[1,0]; n,=[0,1] besitzen. Damit gilt
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060 &80

- gO Zglﬂ gZﬂ

algemein:  An. =1I.n,

In Worten: Multipliziert man einen Tensor mit seinem Eigenvektor erhalt
man den Eigenvektor skaliert mit dem Eigenwert! Dies macht man sich fur
die Berechnung der Eigenwerte zu Nutze. Man rechnet (1 ist der
Einheitstensor):

An=In=11n U (A-|1)n:o
a&el5 -050 Oo(Iaenjo aB0O
Im Beispiel : ég 5: 1% go
%] 2ﬂ %]

g @51 -05u&ms_a80

§-05 15-12n,; 205

Um nun fortfahren zu kbnnen, braucht man einige Regeln der Mathematik:
Obiges Gleichungssystem besitzt namlich in der Regel nur triviale
Losungen der Form n,=n,=0. Nicht-triviale L6sungen erhalt man nur wenn
die einzelnen Spalten oder Zeilen der Matrix linear abhangig sind, d.h.
durch Addition, Subtraktion oder Multiplikation auseinander hervorgehen.
Ein ,Mal3“ hierfir ist die Determinante dieser Matrix. Ist sie gleich Null, sind
die Zeilen linear abhangig und wir erhalten die gesuchte Losung fir die
Eigenwerte.
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Die Forderung lautet also
15- | - 0,5
-05 15-1

(15- 1 J4,5- 1 )- (-05)%=0

~

U [I?-3 +2=0(pP I,=1;1,=2

Die umrahmte Formel wird auch ,charakteristische Gleichung® der Matrix
genannt. Sie besitzt, wie bereits erwé&hnt immer 2 (bzw. im 3-D Fall 3) reelle
Losungen: Die Eigenwerte. Hat man die Eigenwerte berechnet, kann man
durch Einsetzen in das urspringliche Gleichungssystem die Eigenvektoren
berechnen. Dabei kann immer eine Zeile gestrichen werden, da eine Zeile
ja per Voraussetzung nun von den Anderen abhangt. Damit erhalt man ftr
den ersten Eigenwert aus der ersten Zeile:

& Jo
€15-1,"m,-05n,=0 b n=n,
2

Der Eigenvektor muss nun noch normiert werden. Wir wéhlen
hier als Freiwert n =1.

1 wlo”rl
nl— é
Jré+n2 2@

Die Berechnung von n, verlauft analog. Damit erhalten wir exakt die zu
Beginn der Betrachtung eingeflhrten Vektoren n, und n, als Eigenvektoren,
die ja auf Hauptachsengestalt gefiihrt hatten.
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Damit ist die Einfiihrung der Hauptachsentransformation abgeschlossen.
Wozu nun das Ganze? Hierzu zwei Anmerkungen:

1. Werden in ANSYS ,principal stress* oder ,strain“-Grél3en ausgewertet,
erfolgt genau diese Hauptachsentransformation auf der Grundlage der 3-D
Spannungs- und Verzerrungstensoren.

2. Wir bendétigen diese Darstellung zur Berechnung der logarithmischen
Verzerrungen.

Wie sind diese logarithmischen Verzerrungen H nun definiert? Ganz einfach
uber

:%InC mit C=F'F

Stellt sich die nachste Frage: Wie bilde ich aus einem Tensor 2.Stufe den
Logarithmus? Eine genauere Begrindung ist an dieser Stelle nicht mdglich,
dennoch hier die ,Spielregeln” fir Funktionen aus aus Tensoren:

1. Der Tensor wird auf Haupachsengestalt gebracht.
2. Anwendung des Logarithmus (Funktion) auf die Eigenwerte.
3. Moglich Rucktransformation auf die kartesische Basis.

Wir wollen hier Schritt fur Schritt dies anhand des bisherigen Beispiels
nachvollziehen. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren wird
mit einem entsprechenden Tool vorgenommen. CADFEM verwendet hier

Mathcad. Nun aber der Reihe nach. Bereits berechnet wurde
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el 15 08
C=F'F=¢l5 45 0
S0 0 15

1. Hauptachsentransformation. Dies wird mit Mathcad durchgefihrt. Dies
liefert die Eigenwerte und Eigenvektoren auf der Basis des bereits
vorgestellten Eigenwertproblems:

1- | 15 0
C-11={15 45-1 0 |=0
0 0 1-1
LOsung:
|,=0445 ; |,=5055 ; |, =1

20,938 ¢ 20,3476 a0
nlzg- 0,347~ n2=80,938: ; nlzgoi
S 0 3 & 0 5 &l

b C=I,n,An,+l,n,An,+l_n,An,
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2. Bilden des Logarithmus

InC =In(l )n,An_ +In(l ,)n,An,+In(l ;) )n,An,
=-0,8In,An,+162n,An,+0n,An,

3. Rucktransformation auf die kartesische Basis e,, e,, e,. Hierflr kdnnen

die Basisvektoren n durch ihre Darstellung in der Basis e ersetzt werden
also z.B.:

=0,938¢, - 0,347e

Eine etwas einfachere Mogllchkelt ist die dlrekte Ube¥fuhrung in die
Matrixschreibweise. Es gilt ndmlich

. = 0,8 0
n AN _ga X€ ;A ga Xiei;
i=1 i=1

2, 0 2X X% %% 0
= (}Xz _(Xl X, X3) = CXo % X§ X2X3i
8X3 a gxsxl XX, X12 g

D.h. man erhélt die Darstellung in der Basis e durch die Addition von 3
Matrizen (mit den entsprechenden Vorfaktoren). Fihrt man das durch,
erhalt man schlief3lich fir den Henckyschen bzw. logarithmischen
Verzerrungstensor

ee 0,258 0,395 00

H—EI nC= 80395 0,664 0-
& 0 0 Oy

! (AF)
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